NOMBRES REELS & SOMMES

BCPSTI — 2022/2023

FrRACTIONS

Exercice 1

Ecrire sous forme fractionnaire les nombres suivants.
1 1 7 17 4
=——= et b==-——+—
2 3 5 12 15
Exercice 2

Soit a, b et ¢ trois réels non nuls. Simplifier

a+b b+c
A= ——(a*+b* =)+ —(b*+c*—a?)
ab bc
c+a
+ (c2+a®>—b?).
ca

Exercice 3
Résoudre I'équation

2x+3  2x+5 6x° +9x —9

2x+1 2x+7 = (2x+1D@2x+7)
Exercice 4

Pour quelles valeurs du réel x I'expression est-elle défi-

nie ? La simplifier.

2x
I. — +
x—1 x+1 1—x2
x2—-1
2, ———
(x+1)2

x+1 x—1
x2—1 x2+1

3 x+1 x—1
x2+1 x2-—1
(2x +3)2 —(x +2)?
o2+ 2x+10(x +1)
1 1
X X
> 1 1
1-= 1+-=
x x
Exercice 5

Soit a et b des réels strictement positifs. Pour quelles va-

leurs du réel x 'expression est-elle définie ? La simplifier.

. + +
! alx 1 ab xb
X
(E+E—E)(X+a+b)

Exercice 6
Pour quelles valeurs du réel x I'expression est-elle défi-

nie ? Calculer ensuite la somme.

. 2x+3 12x 3—2x
" 2(2x—3) 9—4x2 4x+6
2x242x 2x+2  4x3+4x

2. +
x24+2x+1 x2-—1 1—x4

INEGALITES & ORDRE

Exercice 7

Résoudre les inéquations suivantes.
2x—1 4—3x 3—x

1. < —
4 5 10
—4x+3
X 7472 1%
g7, 3
3. + <

x—1 x—2 x-3
Exercice 8
Résoudre la double inéquation
2—3x
+3

-1< <1

Exercice 9
Résoudre suivant le parametre m € R \ {1} I'inéquation
d’inconnue x :

XxX—m
>2—x.

m—1

Exercice 10

Comparer les paires de nombres suivants.

I 34+ +/7et+/29
5 2
+1/_et«/§

1++/3
3. @+«/ﬁets/§+«/7

nt
. —et=
4+ 5 %5

2.

Exercice 11

Les ensembles suivants admettent-ils une borne supé-
rieure ? Un plus grand élément ? Un plus petit élément?
Une borne inférieure ?

1. A= {(—1)" + % avec n € N*};

2. B=x€Q telque x%<2.

Exercice 12

1. Quel ensemble parcourt 1/x lorsque —4 < x < 5?

2. Pour quelles valeurs entieres de n a-t-on
n?—3n+2>0?

3. Quels ensembles parcourent x? et x> lorsque x >
—2?



4. Pour quelles valeurs réelles de x a-t-on x = x2? Et
x> x?
Exercice 13
1. Soienta et b deux relstelsquea > 1etb > 1. Mon-
trer les inégalités suivantes
A) a+ b <2ab
B) +ab < a®+ b?
a+b

2. Soit a > 0. Montrer que 'on a

+1
Ynel[3; +o0of, (14+a)* > 1+noc+Ma2
En déduire
1\" 1 1
Vne[3; +oof, (14——) >—(13——)
2n 8 n

Exercice 14

Soit a, b, ¢ des réels strictement positifs. Montrer que
1 1

L (a+b)(—+—)>4;
a b

2. (a+b)a+c)(b+c)=8abc.

EXPRESSION DU SECOND DEGRE

Exercice 15

Factoriser ou simplifier les expressions suivantes.

. x2-8 2. x*—9

Exercice 16

Développer le plus simplement possible 'expression sui-

vante.

[x2+ 2+ V2)x + 1+ V2]x[x*+ (2= V2)x +1— V2]

Exercice 17
Développer le plus simplement possible ’'expression sui-

vante.

O =102+ xvV2+ D)2+ 12 —xvV2+1)

Exercice 18
Soit m € R\ {1/2}. Déterminer les valeurs de m pour

lesquelles ’équation
Cm—1x?4+2(m+1x+m+3=0
a deux racines réelles inférieures ou égales a 1.

Exercice 19

Résoudre dans R :

1
v3—x—1/x+1>5

Exercice 20

Résoudre dans R les inéquations
L Vx2—x—2>|x—2|;

2. Vx2—x—-2=2x— 2;

3. Vx2—x—2>|3x+2|;

4. Vx2—x—2>3x+2.

Exercice 21
Soit (a, b) € R? avec a < b.
1. Montrer que

(b—a)?

Vx €[a;b], ,

(a=—x)(x—Db) <

2. Montrer que, pour (x,y) € [a; b1?,

min {(x —a)(b—y),(y —a)(b—x)} < = _Afa)2

INDICATION : On pourra raisonner par Uabsurde.

Exercice 22
Soit m un parameétre réel. Résoudre dans R I'inéquation

Vvi—x2<m—x.

Exercice 23

Simplifier
. x?—2x+1 a®+5a—14
" x2+42x—3’ 3 2_4a—21’
Y2 +7y+10 x%—2xy +y?
y2—25 ° 4 x—y '

Exercice 24

1. Quelles sont les valeurs de a et b tels que

a b 4x+1
x+1 x—2 x2—x-—2

Vx e R\ {-1,2},

2. Quelles sont les valeurs de a et b tels que

a + b z+7
z2—3 z+2 (2—3)(z+2)

Vz e R\{3,—-2},

3. Quelle est la valeur de a tel que pour x € R\
{_1/2: _2}:

a 1 4x +5
—+ =
2x+1 x+2 (2x+1)(x+2)

Exercice 25
1. Quelle est la forme

(22 +42—5)/(2%> — 4z + 3)?

simplifiée  de

z+5 z+5
b
@) z+3 (®) z—3
z—5 z—5
© z+3 ) z—3



1

2. Que vaut la somme + ?
w—2 w+7
5 5
-2 b)) — 2>
@ rrsw—a ® iswrnma
5 5
-2 H —2
© w2—5w+ 14 () w2 —5w—14
EQUATIONS

Exercice 26

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue réelle x
L (E):x}+4x>+x—6=0;

2. (Ey):3x*+5x2—-2=0

Exercice 27
Discuter et résoudre, suivant les valeurs du parametre
m, les équations ou inéquations

. (m+1)x+2—m=0;
m < 1 :
x—1 x+2

3. V2x+m=2x+1.

Exercice 28

2.

Résoudre avec x € R
1. (I;):

2. (I,):

1

<
4x—1 x2+x+1
2x+1 < 3x—2

x+1 x+1

Exercice 29

Résoudre avec x € R

X x—1
1. (I;): <
(1) x24+1  (x—1)2

2. (I):x+1>vVx2+2x
3. (I3) : In(x? —4e?) < 1 +1n(3x)

Exercice 30

Résoudre dans R,

\/x+3—41/x—1+\/x+8—6\/x—1=1

Exercice 31

Résoudre dans R (x étant I'inconnue)

1. 'équation v4—x =3 —2x;

2. linéquation v4—x < 3 —2x;

3. linéquation v4—x > 3 —2x.

Exercice 32

Soit A un réel donné.

1. Résoudre l'inéquation réelle 1 <A

2. Dans le plan muni d'un repéreﬁeprésenter I'ensemble

E des points de coordonnées (x, y) tels que X
y

PARTIE ENTIERE

Exercice 33
Trouver les réels x tels que |_v x2+ 1J =2.

Exercice 34

Trouver les réels x tels que |_1/§J =4/|x].

Exercice 35

Soient x et y deux nombres réels. Montrer
L |x]+lyl<[x+yl;

2. |x]ly] < |xy]six ety sont positifs;

3. |x]ly]=|xy]six ety sontnégatifs.

Donner des exemples ot ces inégalités sont strictes.

Exercice 36

Soit k € R? . Résoudre dans R 'équation d’inconnue x

[1—xka=2'

Exercice 37

Soit (x, y) € R2. Montrer que
[x]+lyl<lx+yl<lx]+ly]+1

Montrer qu’il peut ne pas y avoir égalité.

Exercice 38

Pour tout réel x et tout entier naturel non nul n, montrer
les relations

. 0<|nx]—n|x|<n-—1;

2. | Lnx)|=Lx);

3. nz::{x + %J =|nx].

EXERCICES DE BASES SUR LES SOMMES

Exercice 39

Soit n € N*. Ecrire & laide du signe Y les sommes sui-

vantes, pour E = {x, Xy, ..., X,} une partie finiede R :

1. somme de tous les éléments de E ;

2. somme des inverses des éléments de E (quand cet
inverse existe) ;

3. somme des éléments de E qui sont des entiers;

4. somme des éléments de E multiplié par leur succes-

seur dans '’énumération de E (quand il existe).

Exercice 40
Soit i, j et n trois entiers naturels non nuls, avec j = i.
Que valent les sommes ci-dessous ?

n

k=1 k=1 k=0

J
1.
k=1 k=i



Exercice 41 — Indices pairs et impairs
SoitneN*etke[1;n].
1. Quel est le k—iéme nombre pair? Le k-iéme nombre
impair?
2. Ecrire et calculer la somme
A) des entiers pairs compris entre 1 et 2n;
B) des entiers impairs compris entre 1 et 2n (deux
écritures possibles) ;

c) des entiers pairs compris entre 0 et n.

Exercice 42
Parmi les expressions suivantes, lesquelles sont égales a

n, lesquelles sont différentes ? Justifier.

L S ", 2k o} 2k

1 X1 x~ Z —
k=0 k=0 k=1

n n—1 n n—1 n—1 n—2 n
k=D h k=D h Z Z >
k=1 h=0 k=1 h=2 =1 h=2 =
Sk
k=n

Exercice 43
Soient n et k deux entiers tels que 1 < k < n. Parmi les

affirmations suivantes, lesquelles sont vraies?
n!

(n—Kk)!
n! .
2. — est un nombre entier;

k!
. ily an — k entiers compris entre k et n;

est un nombre entier;

3
4. lasomme des entiers compris entre k et n est (n —k +
n+ k
1)

Exercice 44
Soient n un entier non nul. Parmi les affirmations sui-

vantes, lesquelles sont vraies ?
n 3n+1 -1

n—1 3n—1 -1

».
Il
—
N
-

@
DM=1MM=
— —~ — —

x~
Il
o

k=1
n—1
5. 2 (k)3 =4"—3";
k=0
n
6. > (p)3=4"—1-3n;
k=2
Exercice 45 — Sommes télescopiques

1. Soit xg, X1, ..., X,41, 1+ 2 complexes (n € N). Mon-

trer que

n
E :Xi —Xit1 = X0 — Xn+1
i=0

et E :Xi+1 —X; = Xpy1— Xo

n n
2. Quevalent Y. x; — Xiyq1 €t D, Xj4q — X;?
i=1 i=1
3. Calculer les sommes suivantes

A) Z k(k+1)

1 1
I (0} P — e —
NDICATION k(k+1) k k+1

®) Zln(k+1)
)Z

\/ﬁ+1/_

Exercice 46 — Une formule de sommation
1. Démontrer la formule

1

(tana —tanb)
cosacosb

. 1
" sin(a—b)
Préciser les ensembles de définition.

2. Soitn €[ 3 ; + oo [. Calculer, lorsqu’elle a un sens,

la somme
n

Z 1
= cos(k—1)x coskx

Exercice 47
Soita €[0; 1[ etn € N*. On pose

n k

a
Sn= ; (1—a)(1— ak+1)

En considérant la somme (1 — a)u,,, montrer que

a(l—a™)
(1—a)*(1—a1)

S, =

Exercice 48
1. Soit (a; )<<, une famille de n + 1 réels.

Démontrer que

n—1 n
Zk(ak Apy1) = (Z )_nan

=0 k=1

On pourra faire apparaitre une somme télescopique.
n—1

2. En déduire la valeur de Z k2k.



CALCULS DE SOMMES

Exercice 49

Calculer en fonction de I'entier naturel n les sommes

suivantes
n+1 n2

L > k(1—k); 3. D K2
k=1 k=n

n+2

2. Zk(l—k); 4. Z k2.
k=2

k=—n
Exercice 50

Calcgler les sommes suivantes
n+. n

L Y k(2—k); 3. D (—1)kk;
kil kio

2. S (k+1)(k—1); 4 Z@-
k=2 k=0

Exercice 51
Dans cet exercice n, m et p sont trois entiers non nuls, a

et x deux complexes. Calculer les sommes suivantes

n n n
szk szkﬂ Z ak93k & (ol x # 0)
k=0 k=0 k=0

zn:(i2+n+3) Z %

i=0 o<k<n

COEFFICIENTS BINOMIAUX

Exercice 52

Calcnuler les sommes suivantes

. Z(i) 4. ;(D (—3)+;

k=0 =
n n 1 ~
“Lron ) . ( n ) ko—k
. 6. 3k2
3 ;(k 1 ; k—1

Exercice 53

Calculer les sommes suivantes
n

AW
p=0
n

2. Y p(=3y(7)
p=0

Exercice 54

n

1 (n)_ 2"1-1
Montrerquez—( )=—.

k:0k+1 k n+1

Exercice 55

Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes

30 megn()

k=0 k=0

30 « 50

k=0 k=0
k pair k impair

Oncalculera P, + I, et P, —1I,.

Exercice 56

Soitn € N, avec n = 2 et x € R. Calculer les sommes

Sp(x) = Zn: k(:)xk_l Ty(x) = g k(k — 1)(Z)xk—2

k=0
1. Premiére méthode Utiliser la petite formule et la for-
mule du binéme pour calculer S, (x) et T,(x).
2. Deuxiéme méthode .
A) Démontrer que R,(x) = Y. (Z)xk définit une fonc-
tion continue et dérivablke= gur R.
B) Calculer R (x) de deux facons différentes, et en
déduire S, (x).

c) Calculer de méme T,(x).

Exercice 57

Soit nn et p deux entiers naturels. Montrer par récurrence
n

we2(,)=(e)

Exercice 58

Démontrer (k, p et n étant des entiers naturels)
WGo)=()6)
k/\p—k “\k p

Montrer les formules suivantes (en utilisant éventuelle-

Exercice 59

ment l’exercice 58)

- 2W62)-+C)

k=0

s ()

5 3 (00

k=0

AUTRES GRANDS OPERATEURS

Exercice 60

Cal%mef les sommes doubles

LYY

i=0j=0
n n

2. 220155
i=0j=0
n i

3. ij;
i=0j=0

4. ij;

0<i<j<n



Exercice 61

Que valent les expressions suivantes ?

L[]k 4. U[i;i+1[
k=0 i=1
n n
2. k
kl; 5. Q[l,l+1]
3. | JTisi+1l 6. [0;1]
i=1 - i

Exercice 62

Calculer, en fonction de n, les produits suivants
n n

1
. []1k); 3. n(l—z)
k=1 k=1
n n 1
2. [](2k+1); 4 ]‘[(1——2)
k=1 k=1 k
Exercice 63
n k+n

1. Pour k et n dans N*, calculer [ [i, []i.
=1 i=k
2. A) Montrer par récurrence sur n que

2050-6)

i=0

n p—1
B) Calculerzpl_[(i + ).

i=1 j=0

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 64

Montrer que

=

k! < (n+1)!

,r
Il
—_

Exercice 65
Soit a et r dans R. On note (u,, ),y la suite arithmétique

de raison r et de premier term a.
n

1. Exprimer ) uy en fonctionden, aetr.
k=0

n
2. Exprimer . (u;)* en fonctionde n, a et r.
k=0
Exercice 66
Soit n € N*. Soient (ay,...,a,) et (by,..., b,) deux n-

uplets de nombres réels. Démontrer 'identité

(o)

k=1

Z (axb, —a;by)?

(35 (2

En déduire 'inégalité de Cauchy-Schwarz
n n
<y Dl D> ob?
k=1 k=1

Soit p € Z, q € N* et n € N. Montrer que

n

Zakbk

k=1

Exercice 67

i(p)k 1 pn+1 _qn+1
“i\q) ¢ p—gq
Exercice 68
Montrer les égalités suivantes

n

L. Yn>0, Zk(k!)z(n+1)!—1

k=0
n

n(n+3)
T 4(n+1)(n+2)

2. Vn/l,

Z k(k+1)(k+2) -

Exercice 69

Montrer par récurrence que pour n et k dans N*,

Z(p_l)' _ 1 _ n!
= (p+k)! T k.k! k(n+k)!

Exercice 70

Soit n € N*. On pose w = exp (21771) Calculer
n—1 n—1
S, = Z wk Z w
k=0 k=0
n n—1
U= |*=1] v, = (Dwk
k=0 k=0

Exercice 71

1. Montrer que, pour tout n-uplet (x;,...,x,),ona

(z ) “Yxte2 ¥

I<i<j<n
2. Endéduire lavaleurde > ixj.
1<i<j<n

Exercice 72
n
Calculer, pourn €N, S, = > (—1)kk2.
k=0
INDICATION : On pourra calculer S et S, deviner une formule

générale, et la démontrer par récurrence.

Exercice 73 — Un classique
n

Soit x € R et soit n € N. On pose C,, = Z cos(kx) et

k=0
n

S, = Z sin(kx).

k=0



1. On demande de calculer C, et S,, de deux facons : Exercice 79

2
A) enreconnaissant dans Z, = C, + 1S, la somme des <
' v " Calculer Z [\/EJ
premiers termes d’'une suite géométrique; e

B) en calculant sin(x/2)C, et sin(x/2)S, au moyen
de sommes télescopiques.
n
2. En déduire le calcul de Z kcos(kx) et de
k=1
n

Z ksin(kx), ou x € R.
Exercice 74
Calculer les sommes suivantes, avec x € R et n € N*,

On donnera le résultat sous forme d’un réel.

1. §= Zn: (Z) cos (kx);

k=0
.Sy = (™ (Bk+1)x);
2. 5y ;(k)cos( + x)
S = ™) cos? (k).
3. S, ;(k)cos(x)

Exercice 75

Calculer S = cos(l) + cos(g—n) + cos(s—n) +
11 11 11
(55)+eos(33)
cos| — |+ cos| —
11 11

INDICATION : Interpréter cette somme comme la partie réelle d’'un

nombre complexe.

Exercice 76
Soit a € R et n € N*. Résoudre ’équation d’'inconnue
réelle x cosa + cos(a + x) + cos(a + 2x) + - - - + cos(a +
nx)=0.
Exercice 77
1. Montrer que

Vx €RY, X+ % =2

2. Soit x € R} et (i, j) € N. Montrer que
{4 4 &
x'+x) 22x>

3. Soita € R} etn € N. Montrer que

2n

Z a“>2n+1)a"

k=0

Exercice 78
1. Montrer que, pour k € N*,

Vik+1-Vk< —<\/_ Vi—1

2

2. Calculer la partie entieére de S = Z wis
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