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NOTATIONS DU CHAPITRE

Dans ce chapitre K=R ou C.

1 — FONCTIONS POLYNOMES

DEFINITION 1.1 — Fonction polyndéme
Une fonction mondme est une fonction définie de K dans K et de la forme x — x™ avecn € N.
(Par convention x — x° est la fonction constante égale a 1.)

La fonction P est une fonction polynéme (ou simplement un polynéme) a coefficients dans K si et

seulement si
dn €N, 3(ayay,...,a,) € K", Vx €K, P(x) = ag + ayx + a;x? + -+ + a,x"
Vocabulaire Lesréels ay,ay,...,a, sappellent les coefficients du polynome P.

Le polynéme nul est la fonction constante égal a zéro (cas particulier o n = 0 et a, = 0).

ProrosiTiON 1.2 — Coefficients du polynome nul

Les coefficients du polynéme nul sont tous nuls.

THEOREME 1.3 — Théoréme fondamental sur les polynémes

Deux fonctions polynémes sont égales sur K si et seulement si leurs coefficients sont égaux.

DEFINITION 1.4 — Degré d’un polynéme non nul

Soit P un polynéme non nul s’écrivant
Vx €K, P(x)=ag+ax+ayx*+---+a,x"

avecn € Net (ay,ay,...,a,) € KM
L’ensemble des entiers {k € N tel que a; 7# 0} admet un plus grand élément : c’est le degré du poly-

néme P. On le note d°(P). Soit p cet entier :
® a, est alors le coefficient de plus haut degré de P;

e a,xP est le monéme de plus haut degré de P.

p

Si P est le polynéme nul, on définit par convention son degré comme étant égal a —oo.

1. d°(P) = Osi et seulement si P est une fonction constante.

2. d°(P) = 1 si et seulement si P est une fonction affine.

3. Lécriture « P(x) = ag+a; x + a,x? + - -+ + a,x" », ne signifie pas que P est de degré n car a,, peut
tout a fait étre nul. Cette écriture signifie seulement que P est un polynéme de degré au plus n.

4. Lécriture « P(x) = ay + a;x + ayx? + -+ + a,x" avec a, # 0 » assure que P est un polyndéme de
degré n.

5. L’ensemble des fonctions polynomes de la variable x a coefficients dans K est noté K[ x ]. L'en-

semble de ces fonctions polyndmes qui sont de degré inférieur ou égal a n est noté K, [x].




11 — OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

PROPRIETE 2.1 — Opérations sur les polynomes

Soit L €K, (P,Q) € (K[x])2.
e [es fonctions P + Q et AP sont des fonctions polynémes;
o la fonction P x Q est une fonction polynéme;

o la fonction P o Q est une fonction polynéme.

COROLLAIRE 2.2

L’ensemble K[ x] est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des fonctions de K dans K.

PROPRIETE 2.3 — Degré et combinaison linéaire de polynomes

Soit P et Q deux fonctions polynémes.

o d°(P + Q) < max(d°(P),d°(Q));
o Sid°(Q)#d°(P)alors d°(P+Q)=max(d’(P),d°(Q));
. d°(P x Q) =d°(P) +d°(Q);
e Sid°’(Q)> Oalors d°(PoQ)=d°(P) x d°(Q);
e Sid°(Q)=0adalors d°(PoQ)=0o0u—oco.
La convention d°(0) = —oo a permis d’énoncer ces résultat au cas ot P et Q sont nuls, pourvu

qu’on applique les régles suivantes

YneN, —00 <N —004N=—00 —00+nN=—00 —00Xn=—00

COROLLAIRE 2.4

L'ensemble K, [ x] est un sous-espace vectoriel de U'ensemble K[ x].

COROLLAIRE 2.5 — Intégrité de ’ensemble des polynomes
Soit P et Q deux fonctions polynémes. Si, pour x € K, ona P(x) x Q(x) =0alors P =00uQ = 0.

COROLLAIRE 2.6 — « Simplification » par un polynéme non nul
Soit P, Q et Q, trois fonctions polynémes.

Si PQ; = PQ, et si P n’est pas le polynéme nul alors Q; = Q.

COROLLAIRE 2.7

Si P est une fonction polynéme non constante, alors 1/P n’est pas une fonction polynéme.

Si P et Q sont deux fonctions polyndmes, la fonction P/Q peut-étre une fonction polyndéme.




11 — POLYNOME DERIVE

PROPRIETE 3.1 — Polynéme dérivé
Soit P € K[x]. Si

n

Vx €K, P(x)=a0+a1x+a2x2+~~+anx"=Zakxk
k=0
avecn € Net (ag,ay,...,a,) € K. Alors le polynéme dérivé du polynéme P est la fonction définie

par

n
Vx €K, P'(x)=a; +2a,x + -+ na,x" ! = Z:kakxk*1
k=1

Notez que la somme démarre a 1. En effet, x*~! n’est pas défini pour k = 0.

PROPRIETE 3.2 — Propriété de la dérivation de polyn6mes
Soit P et Q deux fonctions polynémes et A € K

D (P+Q)Y=P'+qQ 3) (PxQ)Y=PQ+QP
2) (AP)Y = AP’ 4) (PoQ) =Q xP'oQ

PROPRIETE 3.3 — Degré du polynéme dérivé
Si P est une fonction polynéme alors d°(P’) < d°(P)—1.
Plus précisément, si P n’est une fonction constante, alors d°(P’) = d°(P) — 1.

Si P est une fonction constante alors d°(P’) = —oo.

IV — RACINES

DEFINITION 4.1 — Racine d’un polynéme
Soit P € K[x]. On appelle racine du polynéme P tout a € K tel que P(a) = 0.

THEOREME 4.2 — Théoréme de d’Alembert

Soit P € C[x] un polynéme non constant. Le polynéme P admet au moins une racine dans C.

THEOREME 4.3 — Factorisation et racine

Soit P € K[x] et a une racine de P. Il existe un polynéme Q tel que :
Vx €K, P(x)=(x—a)xQ(x)

Le polynéme P est dit factorisable par (x — a).




COROLLAIRE 4.4 — Cas de plusieurs racines
Soit P € K[x]eta;,a,,...,a, p racines distinctes de P.

Le polynéme P est factorisable par (x — a;)(x —ay) -+ - (x — a,).

THEOREME 4.5 — Nombre de racines d’un polynome de degré n.
Soit P € K[x] un polynéme non nul de degré inférieur ou égal a n.

Le polynéme P admet au plus n racines distinctes.

COROLLAIRE 4.6

Soit n € Net P un polynéme de degré n € N* possédant n racines. Alors le polynéme P s’écrit
VxekK,  Plx)=a(x—a)(x—ay) - (x—a,)

avec a,, € K*.

COROLLAIRE 4.7
Soit n € N et P un polynéme de degré inférieur ou égal a n.

Si P posséde au moins n + 1 racines distinctes alors P est le polynéme nul.

DEFINITION 4.8 — Ordre de multiplicité d’une racine

Soit P € K[x], P non nul.

I. aestracine d’ordre au moins r de P si et seulement si P est factorisable par (x — a)".

2. aestracine d’ordre r si et seulement si P est factorisable par (x — a)" mais pas par (x — o)™ 2.
L’entier r est ordre de multiplicité de la racine a.

3. Laracine a est racine multiple si son ordre de multiplicité est au moins 2, racine simple sinon.

PROPOSITION 4.9 — Ordre de multiplicité et factorisation

Soit P un polynéme et a une racine de P d’ordre de multiplicité r. Il existe un polynéme R tel que

R(a)#0 et Vx €K, P(x)=(x—a)"R(x)

COROLLAIRE 4.10 — Racines multiples et dérivée

Soit P un polyndéme et a une de ses racines. Alors a est racine multiple de P si et seulement si P’(a) = 0.
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