FONCTIONS POLYNOMES

BCPSTI — 2022/2023

APPLICATION DU COURS

Exercice 1
Pourquoi les fonctions suivantes ne sont-elles pas poly-

nomiales?

L) =Xl fx) ="
fe(z)=%

f1(x) = x|

fa(x) =cosx

(f définie sur C, les autres sur R).

Exercice 2

Soit P un polyndéme de K[x]. Déterminer le degré du
polynéme x — P(x + 1) — P(x) en fonction du degré
de P.

Exercice 3

Factoriser les polynémes suivants dans C[x], et dans
R[x]quand caaunsens:x — x> —1;x — x*+1;

x> xT—1;x - x+x+1;x - x*+1%—8x5.

EXERCICES A AVOIR FAIT

Exercice 4

Soit P € R[x] (resp. C[x]). Que dire de P dans les cas
suivants?

1. P(0)=P(1)=P(2)=... (alinfini);

2. P(x+1)=P(x);

3. P(x+1)=—P(x);

4. xXP=P.

Exercice 5

Déterminer tous les polynémes P de R[x] tels que
1. PoP=P;

. (x?2+1)P(x) =P(x?);

3. P(x)=xP’'(x);

4. P(x)=(2x+1)P'(x);

N

Exercice 6

Méme exercice avec

. (2x2—3)P”—6P =0;
2. P(2x) = P’(x) x P"(x).

Exercice 7

Déterminer tous les éléments P de K[x] vérifiant, pour
tout (x,y) € K2,

1. P(xy)= P(x)+ P(y) (étudier le degré);

2. P(x +y) = P(x)+ P(y) (étudier le coefficient domi-
nant).

3. P(x+y)=P(x)P(y);

4. P(xy)=P(x)P(y) (étudier les racines).

Exercice 8

Soit P le polynéme défini dans C[x] par
P(x)=x*+x+1

1. Quelles sont les racines complexes de P ?
2. Soit (n,p,q) € N°. Démontrer que le polynéme Q
défini par Q(x) = x372 4 x3P+1 4 x34 est factorisable

par P.

Exercice 9
1. Montrer que le polynéme x — x? + x factorise le

polynéme x +— (x + 1)27F1 — x2n+l

1, pour tout
entier naturel n.
2. Montrer que le polynome x — x2 + x + 1 factorise le

polynéme x — (x + 1)%"1 4 x"*2

, pour tout entier
naturel n.

3. Montrer que le polyndéme défini par P,(x) =
( Z;(IJ xk)2 —n?x""! est divisible par x — (x —1)?,
pour tout entier naturel n = 2.

Exercice 10

Lesquelles des expressions suivantes sont des fonctions

polynémes?
x®—11x* +29x% — x% —42x x°
x3—4x24+x+6 x2(x—1)2
x2—x—2 x%?—3x+2 N x?—1
x—1 x+1 x—2

Exercice 11

On considére la suite (P,), oy de polynémes définie par

Py(x) = x>
VneN, P,(x)=(1+x*)P/(x)—2(n+1)xP,(x)

Déterminer le degré de P, ainsi que son coefficient do-

minant.

Exercice 12

1. Exprimer cos(56) en fonction de cos 6 et sin 8, puis
en fonction de cos 0 seul.

2. Trouver un polynéme P de degré 5 tel que I'on ait :
YO €R, cos50 = P(cos0).



3. Quelles sont les racines de P ? Les ranger dans l'ordre
croissant.

4. Donner la valeur de cos(7t/10).

Exercice 13

Dans cette exercice, les polyndémes sont a coefficients

dans C.

1. Soit P(x) = ax? + bx + c. Montrer que P admet une
racine multiple ssi b2 — 4ac = 0.

2. Montrer que x> + px +q posséde une racine multiple
ssi4p® +27¢% =0.

3. Montrer que x° + px?+q posséde une racine multiple
ssiq(3125¢° +108p°) = 0.

Exercice 14
Soit P(x) = x® + ax? + Bx + y un polynéme complexe.
On note a, b, ¢ les racines de P.
1. A) Exprimer a + b +c, abc et ab + bc + ca al’aide de
a,fB,y.
B) Exprimer de méme a? + b? + c2.
c) Trouver trois nombres réels a, b, c tels que a + b +
c=6,abc=6eta’+b%+c?=14.

2. Résoudre dans C2 les systémes suivants :

x+y+z=1 x+y+z=3

x*+y*+z2=9 Xy +yz+zx=2
x Ty T4zl =1 P+y +22=9
Exercice 15

Soit P un polyndme a coefficients complexes tel que pour
tout x réel, on a P(x) € R. Montrer que les coefficients

de P sont réels.

POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 16
Déterminer les racines du polynéme P et donner leurs
ordres de multiplicité

n

P(x)= Z (Z) sin(k6)x*

k=0

Exercice 17
On définit une suite (P,),>; de polynémes en posant
Py=1,P, = x,etP, = xP, ; — P,_, pour tout entier

n = 2. Montrer que Pf —P, 1P, =1pourtoutnz=1.

Exercice 18
Trouver A tel que x> + x% + Ax + 6 admette deux racines
x;etx, telque x;+xy = XxX5.
Exercice 19
Soit f la fonction définie sur R par
1
V1+x2

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un

flx)=

polynéme P, tel que :

P, (x)

(n) —
Vx€R, f (X)—m'

On raisonnera par récurrence, et on montrera en par-
ticulier que P, (x) = (14 x*)P/(x) —(2n+ 1)P,(x)
pourn € N.
2. A) Expliciter Py, P;, P,.
B) Déterminer le coefficient dominant et le degré de
p,.
¢) Etudier la parité de la fonction P,.

3. A) Montrer que
VxeR, (1+x3)f'(x)+xf(x)=0.

B) En dérivant suffisamment la relation précédente

montrer que

VneN*, P,.,+(2n+1)xP,+n*(1+x*)P,_; =0

¢) Calculer P,(0) pourn € N.

4. En utilisant les questions (1) et (3.b) montrer que
P = —n?P,_; quel que soit n € N*. En déduire un
procédé de calcul des polynémes P,.

Exercice 20

1. Soit P;(x) =x —a, Py(x) =x — b et P; = x —c trois
fonctions polynémes de degré 1 avec a, b et c trois
réels distincts.

A) Démontrer que (P; x P,, P; X P;, P, X P;) est une
base de Ry[x].
B) Soit Q un polynéme de degré au plus 2. Démontrer

qu'il existe trois réels A, B et C tels que

Vx eR\{a,b,c},
Q(x) __A B _C
(x—a)(x—=b)(x—c) Py(x) Py(x) Ps(x)

2. Soit P;(x) = x —a, P,(x) = x — b deux fonctions

polyndmes de degré 1 avec a # b.



A) Démontrer que (P,P,,P,,P?) est une base de
Ry[x].
B) Soit Q un polynéme de degré au plus 2. Démontrer

qu’il existe trois réels A, B et C tels que

Vx €R\{a,b,c},
Q(x) __A B N C
PZ(x)Py(x) Pi(x) P3(x) Py(x)

Exercice 21

Soient a et b deux réels distincts. On note E 'ensemble
des polynémes de R,[x] admettant a et b comme ra-
cines. Montrer que E est un R—espace vectoriel, puis

déterminer une base de E.

Exercice 22
. s 1
Soit f définie sur R par f(x) = ——.
1+ x2? .
1. Montrer que f est C* sur R et que, pour tout entier

n, il existe un polynome réel P, tel que

P, (x)

R SO= G ey

2. Endérivant n foislarelation (1+x2)f (x) = 1, donner
une relation liant P, P,,_; et P,_,.
3. En déduire que
Vnel[2; +oo[, P._ =-n(n—1)P,,
Exercice 23

Soit (a,),ey une suite de réels positifs, avec a, > 0. Pour

n € N*, on définit la fonction

n
Vx €R, P(x)=—ay,+ Z apx*

k=1

1. Montrer que P, admet une unique racine dans R, .
On la note x,,.

2. Prouverquex, €[0;1].

3. Démontrer que (x,),cy €St monotone et en déduire
qu’elle est convergente.

4. Quelle est sa limite ?

Exercice 24

Soit ’équation (E) d’inconnue z € C
2t —4(1+i) 22+ 12122 +8(1—i)z—5=0

1. Déterminer les solutions réelles de (E).

2. Déterminer les solutions imaginaires pures de (E).

3. En déduire une factorisation de (E) puis résoudre

completement (E).

Exercice 25
Résoudre I'équation suivante, sachant qu’il y a une solu-

tion imaginaire pure :

(i—1)z°—(5i—11)2>— (43 +1i)2+9+37i=0
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