MATRICES

BCPST I — 2022/2023



Notation Dans tout ce chapitre, n et p sont deux entiers naturels non nuls. K désigne I'ensemble

R ou ’ensemble C.

I — ENSEMBLE DES MATRICES

DEFINITION 1.1 — Matrice a n lignes et p colonnes
On appelle matrice a n lignes et p colonnes et a coefficients dans K la donnée de n x p éléments de K

disposés dans un tableau sous la forme

my; My o0 My,

My Myy -+ My,
M=

My Mpyy = My,

On note aussi M = (m;;)1<i<n. Dans la notation des coefficients m;; de la matrice, lindice i représente
1<j<p
la ligne de la matrice et l'indice j la colonne de la matrice.

Vocabulaire

1. Une matrice colonne est une matrice qui n’a qu'une colonne (p = 1).

2. Une matrice ligne est une matrice qui n’a qu'une ligne (n = 1).

3. La matrice nulle O,, de .#,,,(K) est la matrice dont tous les coefficients valent 0.

4. Une matrice carrée est une matrice qui a autant de ligne que de colonne (n = p). Ce nombre
s’appelle 'ordre de la matrice. L'ensemble des matrices carrées d’ordre n est noté ., (K).

5. Dans le cas des matrices carrées, les coefficients (m;;);<;<, forment la diagonale de la matrice.

6. Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont les coefficients sous la diagonale
sont tous nuls (m;; =0sii> j).
Lensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n est noté 7 (K).

my; Myy Myz -0 My
0 Moy Mp3z -+ My,
0 0 m33 b m3n
0 0 0 e My

7. Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les coefficients au dessus de

la diagonale sont tous nuls (m; ;=0sii<j). L'ensemble des matrices triangulaires inférieures

d’ordre n est noté 7~ (K).

mu 0 0 te 0
le m22 O te 0
M3y Mgy mzz -+ 0
My Myy Mpz o0 My,




8. Les matrices dont les coefficients au-dessus et en dessous de la diagonale sont nuls sont les

matrices diagonales (m;; = Osii # j). Lensemble des matrices diagonales d’ordre n est

noté 2,(K).

m,; 0 0 0
0 my O 0
0 0 my 0
0 0 0 - my,

0

11 — OPERATIONS SUR LES MATRICES

DEFINITION 2.1 — Transposée d’une matrice
Soit M = (mij)%fi-in € M,,(K). On appelle tranposée de M et on note MT la matrice de My (K)
<j<p
égale a (mj;)1<i<p
1<j<n

DEFINITION 2.2 — Matrice symétrique, antisymétrique

Soit M € ,(K). On dit que
I. M est symétrique si et seulement si MT = M. L'ensemble des matrices symétriques est noté %, (K).

2. M est antisymétrique si et seulement si M7 = —M. L’ensemble des matrices antisymétriques est

noté ./, (K).

DEFINITION 2.3 — Addition et produit par un scalaire

Soit A= (a;j)1<i<n et B = (b;;)1<i<n deux matrices de M,,,(K) et A € K.
1<j<p 1<j<p
1. On appelle produit de Apar A et on note A . Ala matrice C = (c;;)1<i<n définie par
1<j<p

Vie[l;n]]: V]E[l,p]], Cij:A'aij
2. On appelle somme de Aet de B et on note A+ B la matrice D = (d;;)1<i<n définie par
1<j<p

Vie[l;n], Vjel1l;pl, d;ij = a;; + by;




PROPRIETE 2.4

L’addition de matrice est associative, commutative et posséde un élément neutre (la matrice nulle Onp).

PROPRIETE 2.5
Soit (A, B) € My, (K) et (A, u) € K>

e A.(u.A=Axu).A=u.(1.4)
e A.(A+B)=1.A+A.B
e (A+u).A=A.A+u.A

PROPRIETE 2.6
Soit (A,B) € M, (K)et A €K

A+B)" =AT+BT e (A.A)T=1.AT

DEFINITION 2.7 — Produit d’'une matrice ligne par une matrice colonne
Soit L € M,,(K) et C € M, (K). Par définition, le produit L x C est la matrice de - (K) définie par

LC = (lucu + 112C21 +---+ llpcpl)

DEFINITION 2.8 — Produit de deux matrices
Soitq € N*, A€ M,,(K) et B € M,q(K). Par définition, le produit A x B est la matrice de M, (K)

dont le coefficient a la i—iéme ligne et a la j—iéme colonne est le produit de la i—iéme ligne de A par la

p
AB = a;;. by
(Z 8 k]) <i<n

j—iéme colonne de B.

k=1 %<j<q
PROPRIETE 2.9 — Propriétés du produit matriciel
VA€ M,,(K), VB € My (K), VC € M, (K), A(BC) = (AB)C
VA€ My, (K), V(B,C)E My (K), A(B+C)=AB+AC
V(A,B) € M, (K), VC € My (K), (A+B)C =AC+BC
VA€eK, YA€ #,,(K), VB € #,,(K), A(AB) = A(AB)
VA€ M,,(K), VB E Mpy(K), (AB)" =B'A"




111 — CAS DES MATRICES CARREES

PROPRIETE 3.1 — Produit matriciel des matrices carrées

La multiplication de matrice est une opération interne de #,,(K), associative et admettant la matrice I,,

comme élément neutre.

PROPRIETE 3.2 — Produit de matrices diagonales
Si (D, A) € (2,(K))? alors DA € 9,(K). Ona

d, 0 0\ (s, o 0 4,5, 0 0
0 d, ollo s, 0 0 dys,
DA = = . . € 92,(K)
0 0 d,)\o o 5, 0 0 d,5,
PROPRIETE 3.3 — Produit de matrices triangulaires
Soit (T,U) € (7,7 (K))* alors TU € 7,7 (K). Ona
ty; typ ty3 tyn U Uy Upg Uy
0  tyy o3 ton 0 upy uy Uy
TU=| O 0 tgz3 o+ 3y 0 0 uss Usp
0O 0 0 t.,J\L0o 0 0 u,,
tyqlUyy
0 toolan
=1 0 ta3lss €71 (K)
0 0 nnunn

DEFINITION 3.4 — Puissances de matrices
Soit Ae M, (K) et k € N. Par définition

k fois

Ak=1n><A><A><---><A
~—_——

PROPRIETE 3.5 — Commutativité des puissances d’'une méme matrice

Soit A€ M, (K)et (i,j) € N

Attention ! De maniere générale (AB) # A*B¥. Par exemple (AB)? = ABAB... et C’est tout !




PROPRIETE 3.6 — Puissances d’une matrice diagonale

Soit k € N et D une matrice diagonale d’'ordre n. On a

ac o

k
. 0 df 0
0 o0 dk

PROPRIETE 3.7 — Puissance et transposée
SoitA€ M(K)etk N, (ak)" = (AT

THEOREME 3.8 — BinOme de Newton pour les matrices
Soit A et B deux matrices de #,(K) telles que AB = BAetm € N.

m

A+B)y"=>" (Z)AkBm_k

k=0

IV — MATRICES INVERSIBLES

DEFINITION 4.1 — Matrice inversible
Soit A€ M, (K).
La matrice A est inversible si et seulement si il existe une matrice B telle que AB = I, et BA=1I,,.

Dans ce cas, B est unique, on Uappelle U'inverse de Aet on lanote B =A™L.

On note I’ensemble des matrices inversibles GL,,(K).

PROPRIETE 4.2 — Cas des matrices diagonales
Une matrice diagonale d’ordre n est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non

nuls. On a alors

1/d, 0 - 0
) 0 1/dy -~ O
D= . . . )
0 0 - 1/d,

PROPRIETE 4.3 — Critére de non-inversibilité
Soit M € M, (K). S’il existe une matrice non nulle N (de taille quelconque) telle que MN = O ou
NM = O alors M n’est pas inversible.




PROPRIETE 4.4 — Transposée d’'une matrice inversible

Soit A une matrice inversible d’ordre n. Alors A" est inversible et (AT)™! = (A’l)T.

PROPRIETE 4.5 — Produit de deux matrices inversibles
Soit A et B deux matrices inversibles d’ordre n.
Alors AB est inversible et (AB) ™' = B~1A™1.

PROPRIETE 4.6 — Puissance d’une matrice inversible
Soit A une matrice inversible d’ordre n et k € N. Alors A est inversible et (AX)™* = (A"1). On note

alors cet inverse A7k,

THEOREME 4.7
La matrice carrée A est inversible si et seulement si pour toute matrice X', le systéme AX = X' est un

systéeme de Cramer.

COROLLAIRE 4.8 — Cas des matrices triangulaires

Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont non nuls.
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