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NOTATIONS DU CHAPITRE
Dans ce chapitre, R? sera qualifié de « plan », R® d’ « espace » et les éléments de ces ensembles de

«vecteurs » ou « points » selon le contexte.

1 — VOCABULAIRE ELEMENTAIRE
Ce vocabulaire s’applique au plan comme a I'espace.
—
e Deux points A et B étant donnés, on note B — A sous la forme AB.
e Deux vecteurs u et v sont colinéaires Pun a ’autre si et seulement si il existe un réel k
— — — —
telque © =kvou v =ku.
. . . 7 . . e —_— . 7 .
¢ Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et BC sont colinéaires.
Le vocabulaire suivant ne s’applique qu’au plan...
e Un vecteur non nul @ étant donné, on peut définir & I'aide du cercle trigonométrique
—
langle orienté entre i et i .
e Deuxvecteursnonnuls et v étant donnés, on peut définir 4 I'aide de I'angle précédent,
langle orienté entre w et V.
e Deux vecteurs & et v sont orthogonaux si et seulement si 'un des deux est nuls ou bien

si I’angle orienté entre W etV vaut /2 ou—1/2.

11 — PRODUIT SCALAIRE DANS LE PLAN OU DANS L’ESPACE.

DEFINITION 2.1 — Produit scalaire de deux vecteurs
. —> e . .
Soit U = (xq,X5,...,x,) et v = (x],X,,...,x,) dewx vecteurs de R". On appelle produit scalaire

de U etV leréel

/

— —
Vv = n

/ /
u - X1X] XX, ... XX

PROPRIETE 2.2 — Propriétés algébriques du produit scalaire

L —> —> e d . .
Soit u, V' et w trois vecteurs, A et U deux scalaires

—_ > > —
1)) u-v=v-u

— —

2 AW +uV) W=AXT -WHuxv -w

DEFINITION 2.3 — Norme d’un vecteur

., ;1> —> I 7 . —> . 7
Soit u unvecteur. Leréel U - u est positif. On le nomme carré scalaire de u . Sa racine carrée est la

déf. —_ —
=V uU-uU=4x2+y2+22

e éf.
La distance entre deux points A et B est la norme du vecteur AB : AB -

—
normede u

7]

—
48|




PROPRIETE 2.4 — Propriété de la norme

., —> —_ .
Soit u et Vv deux vecteurs et A un scalaire.
— —
° ||u||=0(=> u=0;

o |AT||=121x |

>

. | T+ 7” < ”7” + ||7|| (inégalité triangulaire).

Application — Cercle dans le plan
Soit Q un point du plan et R un réel positif. On appelle cercle de centre Q2 et de rayon R ’ensemble

des points M tels que 2M = R. L'équation cartésienne du cercle s’écrit

(x—x0)*+(y—yq)*=R?

DEFINITION 2.5 — Orthogonalité de deux vecteurs

-  — . L= =
Deux vecteurs u et v sont orthogonauxSl et seulementsi u - v =0.

PROPRIETE 2.6 — Liberté d’une famille orthogonale

Une famille de vecteurs non nuls et orthogonaux deux a deux est libre.

DEFINITION 2.7 — Base orthonormée

On appelle base orthonormée de R" la donnée d’une famille de n vecteurs (e_l), e_z), cee, e_n)) tels que

Vi, )ell;nT? i#j, e-¢=0 e Vie[l;n], ||?§||=1

THEOREME 2.8 — Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

Lexpression du produit scalaire est la méme dans toute base orthonormée.

Interprétation géométrique Le produit scalaire de
deux vecteurs et v’ est le produit de la norme de u’ par

la norme du projeté orthogonale de V" sur la droite dirigée

—
par u.




DEFINITION 2.9 — Angle non orienté entre deux vecteurs du plan

Soit W et v deux vecteurs non nuls.

, u-v . . . ,

Le réel W est compris entre —1 et 1. Il existe donc un unique réel @ € [ 0 ; 7t ] tel que
v

llu

u-V = |ull[vllcos @

s . 7 Ed —>
On appelle ce réel la mesure de ’angle non orienté entre les vecteurs u et v'.

Avec le produit scalaire, il n’est pas possible de faire la différence entre les deux figures suivantes

—
u

<

<l

=l

111 — DETERMINANT DE DEUX VECTEURS DU PLAN

Cette partie n’a de sens que dans le plan R2.

DEFINITION 3.1 — Déterminant de deux vecteurs

Soit W =(x,y) €Ret v = (x',y’) € R% On appelle déterminant de U et V' le scalaire

det(w, V) Z xy —x'y

PROPRIETE 3.2 — Propriétés algébriques du déterminant

Soit W, V et W trois vecteurs, A et u deux scalaires
1) det(?, V) =—det(V, )

2) detATW +u v, w)=Adet(w, W)+ udet(V, w)

THEOREME 3.3 — Colinéarité et déterminant

—_—> —> - s . . . / .
Deux vecteurs du plan u’ et V" sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul.

PROPRIETE 3.4 — Lien entre produit scalaire et déterminant

Soit U et v deux vecteurs du plan.

det(u,v)? +(T -V = | 2| |7

THEOREME 3.5 — Expression du déterminant dans une base orthogonale
Le déterminant de deux vecteurs a la méme expression dans toute base orthonormale de R?, au signe

pres.




DEFINITION 3.6 — Interprétation géométrique
Laire algébrique du parallélogramme défini par deux vecteurs du plan o et v est égale au déterminant

des deux vecteurs.

Interprétation géométrique

Le déterminant de deux vecteurs u” et v estl’aire

algébrique du parallélogramme qu’ils définissent.

PROPRIETE 3.7

L= = . L — =
Soit u et v’ deux vecteurs non nuls et 8 une mesure de Uangle orienté (u’, v'). Ona

7.7 =[] [V]|cose e dew(@, F) = | T|||| 7 sine

Avec le déterminant, il n’est pas possible de faire la différence entre les deux figures suivantes

<

u
En pratique, on détermine |0| avec le produit scalaire et le signe de 6 a ’aide du signe du détermi-

nant.

Iv — DROITES

DEFINITION 4.1 — Droite

Soit Aun point et W un vecteur non nul. On appelle droite passant par A et dirigée par U lensemble
—

des points M tels que AM est colinéaire & .

On notera cette droite D(A, ).

Equation paramétrique d’une droite dans le plan Dans le plan ou dans I’espace : Soit A

. el
un point et © un vecteur non nul
MeDAT) < 3IteR, AM=t7
Dans le plan : SiA(x,, y4) et w(x,, y,) alors

X =X, + X, t
M(x,y)e < avect €R
Yy=yatyt




Dans Pespace : SiA(X,, ya,24) €t o (xy, Yy, 2,) alors

X = Xq+ Xt
M(X:}’:Z)ED(A,H)) — Y=Yaty,t avect € R

z =24+ 3,t

Equation cartésienne d’une droite dans le plan

. 7 L4 _— . Y . 7 .
La colinéarité de AM et 1 (x,, y,) S'exprime 4 laide du déterminant

M(x,y) € DA W) det(AT\/f,?):O S Yy XHEX Y Yy Xa—X, Ya=0

Réciproquement, 'ensemble D d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 est une droite de vecteur
directeur (—b, a).

Pente d’une droite non paralléle a (Oy)

Soit m € R et p € R. L'ensemble des points M (x, y) vérifiant I'équation y = mx + p est une droite.
On appelle m la pente de la droite et p son ordonnée a ’origine. La droite est dirigée par le
vecteur (1, m) qui fait 'angle orienté Arctan(m) avec le vecteur (1, 0).

Seules les droites non paralleles a (Oy) admettent une équation de la forme y = mx + p.

v — PLANS

DEFINITION 5.1 — Plan

Soit Aun point de Uespace et U et v deux vecteurs tels que (', V') forment une famille libre. On
appelle plan passant par A et dirigé par (1, V') Uensemble des points M tel que (A_)M , U, Vv) est liée.
On notera ce plan P(A,u, v).

Une famille de vecteurs libres dirigeant P(A,u, v) est une base du plan P.

Equation paramétrique d’un plan dans ’espace SiA(X A, Ya,2) €t T (Xy, Yur 2a) €LV (X, V0 2))

alors

—

M(x,y,2) €PA T, V) <= 3I(A,A)ER? telque AM = A, 0 + A,V
X =x,+ Ayx, + Ay,
= AALA)ER{ y =ya+ Ay, + A2y,

2 =24+ A3, + 193,




VI — VECTEUR NORMAL, PROJECTION ORTHOGONALE

THEOREME 6.1 — Vecteur normal a une droite, a un plan
Soit Aun point du plan ou de Uespace et " un vecteur non nul. Lensemble des points M tels que AM est

orthogonal a n est
e Dans le plan : une droite passant par A et dirigée par le vecteur (—b, a).

e Dans Uespace : un plan passant par A et dirigé par deux vecteurs (1, V') orthogonaux d n et

formant une famille libre.

DEFINITION 6.2 — Projection orthogonale sur une droite ou un plan
Soit Aun point du plan ou de Uespace et IT une droite ou un plan.
On appelle projeté orthogonale de A sur I1 le point d’intersection de I1 et de la droite passant par A et

dirigée par un vecteur normale a TI.

PROPRIETE 6.3

Soit Aun point du plan ou de Uespace, II une droite ou un plan et H le projeté orthogonale de A sur T1.
—
o Levecteur AH est orthogonal a tous les vecteurs inclus dans II.

o Ladistance AH est la plus petite distance entre Aet un point quelconque de I1. On Uappelle distance
entre AetII
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