ESPACES VECTORIELS

BCPSTI — 2022/2023

ESPACES ET SOUS-ESPACES

Exercice 1
Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels

sur K" (avec la bonne valeur de n) ?

I. E;=KxK

2. E, =K*xK*

3. E;={0} xK

4. E,=K*\{(0,1)}

5. Es=R, xR.

6. Es={(x,y,2,t) € K*, 2x+3y—4z=0}
7. B, ={(x,y,2) € R®, x2 + y2 +22 < 4}
8. Eg={(a,b,a+b) €K’ a€K, bekK}
9. Eg={(a,b,1), avec a €K, beK}

Exercice 2
Les s.—e.v. de K" peuvent étre définis de 3 facons diffé-
rentes :

— Par des équations cartésiennes :

A= {(x,y,z,t)eK4 telque x—y+2=0

et y—2t= 0}
— Par un paramétrage :

B=4(2a—-3b+c,a+2b—c,—b+c,a)
{

avec (a,b,c) e KB}

— Par la donnée d’'une famille génératrice (qui peut-

étre une base ou non) :
C =Vect((1,2,-1,0),(0,2,2,1))

1. Ecrire chacun de ces ensembles sous les trois formes
possibles.
2. Procéder de méme avecANB,ANC etANBNC.

X Exercice 3
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de K". Mon-
trer que F U G est un espace vectoriel si et seulement si

ona:FcGouGCF.

FAMILLES DE VECTEURS

Exercice 4

Vrai ou faux?

1. Une famille de vecteurs est libre ssi ses vecteurs ne
sont pas colinéaires deux a deux.

2. Une famille est liée ssi chacun de ses vecteurs est
combinaison linéaire des autres.

3. Une famille génératrice finie ne peut pas avoir moins
de vecteurs qu'une famille libre.

4. Dans un e.v. de dimension n, toute famille de plus de
n vecteurs est liée.

5. Dans un e.v. de dimension n, toute famille de moins
de n vecteurs est libre.

6. Dans un e.v. de dimension n, toute famille de n vec-

teurs est une base.

Exercice 5
Dans K3, on définit les vecteurs v; = (2,3,—1), v, =
(1,-1,-2),w; =(3,7,0) et w, =(5,0,—7).

Montrer que Vect(vy, v,) = Vect(wq, w,).

Exercice 6

Les familles suivantes de K> sont-elles libres ou liées ?

1. u; =(1,1,0),u, =(0,1,1)

2. u; =(0,0,1),uy, =(0,1,1), us =(1,1,1)

3. u; =(1,-1,0),u, =(0,1,—-1),us =(1,-1,0)

4. u;=(1,1,-1),uy, =(1,-1,1),u3 = (—1,1,1),u, =
(4,3,—1)

5. u3 =(1,0,—-2),u, =(2,3,1), u3 = (4,—2,1)

Exercice 7

Dans R*, on pose x; = (2,1,—1,1), x, = (1,3,1,1),

x; = (—1,2,—1,—1) et x, = (1,—2,4,2). La famille

(%1, x4, X3, x4) est-elle libre ?

Exercice 8

Onposee; =(1,—1,2) ete, =(1,1,—1).

1. Déterminer une équation cartésienne de F =
Vect(eq, e,).

2. Parmi les vecteurs suivants, lesquels sont dans F ?

a=(3,1,0)
¢ =(10,—4,11)

b=(4,1,0)
d=(-1,-3,4)

3. Expliciter les décompositions des vecteurs qui sont
dans F.



Exercice 9
Dans C* on pose x; = (2,—1,1,2), x, = (1,—1,2,4),
x3 = (3,—2,1,1) etu = (4,—3,—1,—5). Le vecteur u

est-il combinaison linéaire de (xq, x5, x3)?

Exercice 10

Dans R® muni de sa base canonique (e, e,, e3) on pose
u; =(1,a,2a), uy, = (a,—a,—4) etu; = (2a, 1, a). Pour
quelles valeurs de a la famille (u,u,,us) est-elle une
base de R3? Pour ces valeurs de a, donner les coordon-

nées de x = x;e; + x,e, + x3e5 dans cette base.

Exercice 11
Dans C2 onpose v; = (1+i,1—i) et v, = (2i,3). Montrer
que (v;, v,) estune base de C2 et donner les coordonnées

de x = x;e; + x,e, dans cette base.

BASESs

Exercice 12

Dans K3, on définit les vecteurs v; = (1,1,—1), v, =
(1,0,1) et vy =(1,1,0).

1. Montrer que ces vecteurs forment une base de K>.

2. Exprimer le vecteur w = (1,2, 1) dans cette base.

Exercice 13

Déterminer une base de chacun des sous-espaces vecto-
riels de K3 définis par :

1. E=Vect((1,1,-2),(2,1,—3),(0,1,-1))

2. F =Vect((4,-5,3),(2,3,—2),(4,—16,10),(8,1,—1))

Exercice 14

Soit E = {(x,y,z,t)€K4/x—y+z—t=O} etF =

{Ge,y,2,t) eK*/x =y}

1. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels
de K*.

2. Déterminer une basede E,de F etde ENF.

Exercice 15

On considere les sous-ensembles de K° :

F={(x,y,2,t,u) EK’|x+y+2=0 et x+u—t=0}

etG = {(x,y,z, tbu)eK’x+y—z+t= O}.
Montrer que F et G sont des s.—e.v. de K. En donner

une base et la dimension. Etudier F N G.

Exercice 16

Dans K*, montrer que 'ensemble E des u = (x, y, 2, t)
telsquex+3y—2z—5t=0 et x+2y+z—t=0
est un sous-espace vectoriel. En donner la dimension et

une base.

Exercice 17
Compléter en une base de K* la famille u; = (1,1,1,1),
u, =(1,1,—1,—1).

Exercice 18

On considere les vecteurs de K* suivants
x=(1,-1,1,1) y=(0,1,1,-1)

u=(1,0,1,0)
k=(1,1,2,—1)

v=(1,-2,-1,2) w=(2,-1,1,1)

[=(1,1,0,0) m=1(0,0,1,1)

1. Montrer que £ = (x,y) est libre et que ¥ =
(u,v,w, k,1,m) est une famille génératrice de K*.

2. Compléter £ en une base de K* en puisant dans ¥.

Exercice 19

Vérifier que les ensembles suivants sont des espaces vec-
toriels et en trouver une base.

. E={(x+y,x,y,2x —3y) telque x,y €R};

2. E={P eR,[X] telque P(1)=0};

3. E={(a,b,c) €R*/2a—5b=0,b+4c=0};

4. E = Vect(fy, f, f3) avec pour tout x € R, f;(x) =
x+1, fo(x)=x—1, fs(x)=2—x;

F={(x,y,2) €R® tel que 5x +2y —3z=0};

. F= {(x,y,z,t)€R4 telque x+y+3z+t=0,.

o o

2x+y+4z+t=0,x=—z}

Exercice 20

Soit E = {(x,y,2,t) EK*/x+y+z+t=0} et F =

{(AL, A A, DA €KY

1. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels
de K*. Donner une base de chacun d’entre eux. Dé-
terminer la dimension de E et F.

2. Démontrer qu’en réunissant les deux bases de E et F
déterminées précedemment, on obtient une base de
K*.

3. Démontrer que tout vecteur de K* peut s’écrire de
fagon unique comme somme d’un vecteur de E et

d’un vecteur de F.



RANG D’'UNE FAMILLE DE VECTEURS

Exercice 21

Calculer le rang des familles de vecteurs suivantes :

1. dans K3 : (w,v,w) avecu =(1,1,4), v =(2,—2,8) et
w=(1,-3,4);

2. dans K* : (x,y,2,t) avec x = (1,—4,0,3), y =
(—2,8,0,—6),z = (—1,4,0,—3) et t = (3,—12,0,9);

3. dans K® : (a,b,c) avec a = (1/2,2/3,4/3), b =
(1/2,—2/3,8/3) et c = (1/2,1/3,5/3).

Exercice 22
Déterminer le rang de la famille de vecteurs & :
. #=(0,0,1,1),(0,1,-7,-1),(18,0, 7, 3));

LT = ((1> O: 1; O): (2, 1; 0; 1); (O: 2; _1: 1); (3> _1: 2; 0));
7 = ((1,0,2,3),(7,4,—2,1  —
1): (5; 2; 41 7)7 (3; 2: 0: 1))

-FUJ N

Exercice 23

Rang de la famille (u;, u,,us,uy) avecu; = (A,1,1,1),
Uy, =(1,4,1,1), us = (1,1,4,1), uy = (1,1,1, A). Dis-
cuter suivant les valeurs de A € K.

Exercice 24

Donner le rang des matrices suivantes. Lorsque c’est

possible, les inverser :

1 0 1 0 1
o 1}, | 2 -1 21,
0 O -1 -1 -1
1 1 1 2
0 1 1 1 a b
1 1 1 2
’101; b].a
1 1 1 2
1 1 0 a b 1
1 1 1 2

Exercice 25

Soient a, b et c trois éléments de K.

1. Montrer quela famille ((1,a,a?),(1, b, b2),(1,c,c?))
est libre dans K ssi a, b et ¢ sont deux a deux dis-
tincts.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que ((1,1,1),(a, b,c), (a2, b2,¢c?)) soit libre dans K>.

. TF = ((1: 15 1: 1), (O’ 17 27 _1): (17 07 _2; 3)5 (27 1’ 0: _1))’

SUJETS DIVERS

Exercice 26 — Equation cartésienne
Soit E=R"eta =(a;,a,,...,a,) unélément de E.
1. Soit H, 'ensemble des (x;,x,,...,x,) € E tels que
a;x; +axx,+---+a,x, =0.
Montrer que H, est un hyperplan de E. Donner une
interprétation simple de H quand n =1, 2, 3.
2. Soitb = (b;,b,,...,b,) un élément de E et H, I'en-
sembledes (x1,x,,..

ceo 4 byx, =0.

.,X,) € Etelsque by x;+byxy+

Montrer que si (a, b) est libre alors H, N Hy, est un
s.—e.v. de E de dimension n—2, et que sinon H, = H;,.
3. Soit (a;,ay,...,a,) une famille de p vecteurs de E.
Montrer par récurrence sur p que H, NH, N-- -ﬁHaP
estuns.—e.v. de E de dimension p —r ol r est le rang

de(ay,ay,...,aq,).

Exercice 27

1. Déterminer des équations cartésiennes
du sous-espace de K° dont une base est
2B =((1,2,3,4,5),(6,7,0,9,10)).

2. Déterminer

une base du sous-espace vec-

toriel dont des équations cartésiennes sont
{x+2y+3z+4t+5u=0

X+y=z+t=u

Exercice 28

Soient e;(0,1,—2,1), e,(1,0,2,—1), e5(3,2,2,—1),
€4(0,0,1,0) et e5(0,0,0, 1) des vecteurs de K*.

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses?
Justifier votre réponse.

1. Vect(eq, ey, e3) = Vect ((1, 1,0,0),(—1,1,—4, 2)).

2. (1,1,0,0) € Vect (e, e;) N Vect (ez, es, e4).

3. dim(Vect(eq,e,) N Vect (ez, es, 64)) =1.

Exercice 29

Soit E un K-e.v. tel que E contient au moins un vecteur

non nul, noté v.

1. Montrer que les éléments de A = {nv,n € N} sont
deux a deux distincts.

2. En déduire que 'ensemble E est infini. Existe-t-il des

K-e.v. qui soient aussi des ensembles finis ?
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