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i — Définition de C – Écriture algébrique

Définition 1.1 — Nombres complexes

On appelle ensemble des nombres complexes et on noteC l’ensembleR2.

Chaque élément (x , y) ∈ R2 définit un nombre complexe noté x + i y.

L’ensembleC est muni des deux opérations

∀(x , y) ∈ R2, ∀(x ′, y ′) ∈ R2,

(x + i y) + (x ′ + i y ′)
déf.
= (x + x ′) + i(y + y ′)addition

(x + i y)× (x ′ + i y ′)
déf.
= (x x ′ − y y ′) + i(x y ′ + x ′ y)multiplication

Pour retenir facilement cette définition, il suffit de calculer « comme dans R » en adoptant la

convention i× i= −1.

Définition 1.2 — Partie réelle, partie imaginaire

Soit z ∈ C. Il existe un unique couple (x , y) de réels tels que z = x + i y.

Le réel x est la partie réelle de z notée Re(z) ; le réel y est sa partie imaginaire, notée Im(z).

On identifie le sous-ensemble {z ∈ C, Im(z) = 0} avecR.

Si Re(z) = 0, z est un imaginaire pur. L’ensemble des imaginaires purs est noté iR.

On convient de noter un élément de la forme x + i0 simplement par x et un nombre complexe de la

forme 0+ i y simplement par i y .

Proposition 1.3

1. L’addition possède comme élément neutre 0 ; la multiplication possède comme élément neutre 1 et

comme élément absorbant 0.

2. L’addition et la multiplication sont commutatives et associatives.

3. La multiplication est distributive sur l’addition.

4. Soit z ∈ C : z admet un opposé pour l’addition qui est (−1)× z, simplement noté−z.

Théorème 1.4 — Cas d’égalité

Soit (x , x ′, y, y ′) ∈ R4 : x + i y = x ′ + i y ′ ⇐⇒ x = x ′ et y = y ′

Propriété 1.5 — Propriété des parties réelles et imaginaires

Soit (z, z′) ∈ C2 et λ ∈ R

Re(z + z′) = Re(z) +Re(z′) Im(z + z′) = Im(z) + Im(z′)

Re(λz) = λRe(z) Im(λz) = λ Im(z)

Attention ! En général Re(zz′) ̸= Re(z)Re(z′) et Im(zz′) ̸= Im(z) Im(z′).

Attention ! Il n’y a pas de relation d’ordre sur C qui prolonge la relation d’ordre de R.
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Interprétation géométrique Soit M un point de R2 de coordonnées (x , y) et z = x + i y . Le

nombre complexe z est l’affixe du point M et le point M est l’image du nombre complexe z.

La somme de deux nombres complexes a pour affixe la somme vectorielle de leurs affixes.

O x

y

z1 =
−→
OA

z2 =
−→
OB

z1 + z2 =
−→
OA+
−→
OB

Figure 1 — Addition de nombres complexes et addition vectorielle

ii — Conjugué

Définition 2.1 — Conjugué d’un complexe

Soit z = x + i y ∈ C, avec (x , y) ∈ R2. On appelle conjugué de z et on note z le complexe

z
déf.
= x − i y

Propriété 2.2 — Conjugaison et opérations

Soit (z, z′) ∈ C2

1. z = z

2. z + z′ = z + z′
3. zz′ = zz′

4. Si n ∈ N, zn = zn

Propriété 2.3

Soit z ∈ C : Re(z) =
z + z

2
et Im(z) =

z − z
2i

.

Ainsi z est réel si et seulement si z = z et z est imaginaire pur si et seulement si z = −z.

Propriété 2.4 — Inverse d’un nombre complexe

Si z ∈ C, z = x + i y avec (x , y) ∈ R2. Si z ̸= 0, alors z admet pour inverse

1
z
=

z
zz
=

x
x 2 + y2

− i
y

x 2 + y2

Propriété 2.5

Soit (z, z′) ∈ C2, avec z ̸= 0,
�

1
z

�

=
1
z

et
�

z′

z

�

=
z′

z
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iii — Module

Définition 3.1 — Module d’un nombre complexe

Soit z ∈ C, z = x + i y avec (x , y) ∈ R2. Le nombre x 2 + y2 est un réel positif. Par définition, on note

|z| déf.
=
Æ

x 2 + y2

que l’on appelle le module du nombre complexe z. On a aussi |z| déf.
=
p

zz.

Le module d’un nombre réel coïncide avec sa valeur absolue.

Interprétation géométrique

O x

y

z
|z|

Figure 2 — Le réel |z| est la distance

euclidienne entre l’image de z et l’origine.

O x

y

a

b |b− a|

Figure 3 — Si a et b sont deux complexes,

|b− a| est la distance entre les images

de a et b.

Propriété 3.2 — Propriétés du module

Soit (z, z′) ∈ C2

1. |z|= 0⇐⇒ z = 0

2. |zz′|= |z| |z′|
3. Si n ∈ Z, |zn|= |z|n

4. |z|= |z|

5. Si z′ ̸= 0,
�

�

�

z
z′

�

�

�=
|z|
|z′|

6. |Re (z)|⩽ |z|
7. |Im (z)|⩽ |z|

Théorème 3.3 — Inégalité triangulaire

∀(z, z′) ∈ C2,
�

�z + z′
�

�⩽
�

�z
�

�+
�

�z′
�

�

Corollaire 3.4

Soit (a, b, c) ∈ C3 : |c − a|⩽ |b− a|+ |c − b|
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A

B

C
Figure 4 — Interprétation de l’inégalité

triangulaire : si on considère trois points A, B

et C du plan, alors l’inégalité triangulaire

implique que AB ⩽ AC + C B. La ligne droite

AB est un chemin plus court entre A et B que la

ligne brisée AC B.

iv — Notation eiθ

Définition 4.1 — Exponentielle complexe

Soit α ∈ R. On note eiα déf.
= cosα+ i sinα

Propriété 4.2 — Relation fondamentale

∀(α,β) ∈ R2, ei(α+β) = eiα eiβ

Propriété 4.3

Soit (α,β) ∈ R2

•
�

�eiα
�

�= 1 (et donc e−iα ̸= 0)

• e−iα = eiα

• e−iα =
1

eiα

• ei(α−β) =
eiα

eiβ

• Pour n ∈ Z,
�

eiα
�n
= einα

Propriété 4.4 — Cas d’égalité pour la forme exponentielle

Soit (α,β) ∈ R2

eiα = eiβ ⇐⇒ ∃k ∈ Z, α= β + 2kπ

Proposition 4.5 — Formules d’Euler

Soit θ ∈ R,

cosθ =
eiθ + e−iθ

2
sinθ =

eiθ − e−iθ

2i
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v — Forme exponentielle d’un nombre complexe

Théorème 5.1 — Notation exponentielle

Soit z ∈ C∗. Il existe un couple (ρ,θ ) ∈ R+ ×R tel que

z = ρeiθ = ρ(cosθ + i sinθ )

Propriété 5.2 — Cas d’égalité

Soit (z, z′) ∈ C2, de notations exponentielles z = ρeiα et z′ = ρ′eiβ

z = z′ ⇐⇒ ρ = ρ′ et ∃k ∈ Z, α= β + 2kπ

Interprétation géométrique Les réels ρ et θ sont les coordonnées polaires de l’affixe de z.

x

y

O

M

x

y

θ

ρ

Figure 5 — Coordonnées polaire et cartésiennes.

vi — Arguments

Définition 6.1 — Arguments d’un nombre complexe

Soit z ∈ C∗, r ∈ R∗+ et θ ∈ R tels que z = reiθ .

Tout nombre réel θ vérifiant la relation précédente est un argument de z.

Propriété 6.2

Soit z ∈ C, θ et θ ′ deux arguments de z. Alors

∃k ∈ Z, θ ′ = θ + 2kπ

Propriété 6.3 — Propriété de l’argument

Soit (z, z′) ∈ (C∗)2.

arg(zz′) = arg(z) + arg(z′) [2π] arg(zn) = n arg(z) [2π]

arg(1/z) = −arg(z) [2π] arg(z/z′) = arg(z)− arg(z′) [2π]

arg(z) = −arg(z) [2π]
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vii — Applications aux équations du second degré

Théorème 7.1 — Équation X 2 = a

Soit a ∈ C. L’équation X 2 = a admet deux solutions dansC. Elles sont opposée l’une de l’autre.

En particulier

• Si a ∈ R+ ces deux solutions sont
p

a et−
p

a ;

• Si a ∈ R− ces deux solutions sont i
p

|a| et−i
p

|a|.

Théorème 7.2 — Équation du second degré

Soit (a, b, c) ∈ R3, avec a ̸= 0. On considère l’équation du second degré d’inconnue X

aX 2 + bX + c = 0 (E)

On définit son discriminant∆= b2 − 4ac. L’équation (E) admet

• deux solutions réelles distinctes si∆> 0 :

x1 =
−b+
p
∆

2a
x2 =
−b−
p
∆

2a

• une seule solution réelle si∆= 0 :

x1 =
−b
2a

• deux solutions complexes conjuguées si∆> 0 :

x1 =
−b+ i
p

|∆|
2a

x2 =
−b− i
p

|∆|
2a

Théorème 7.3 — Somme et produit des racines

Soit (a, b, c) ∈ R3, avec a ̸= 0. L’équation du second degré

aX 2 + bX + c = 0 (E)

admet toujours deux solutions x1 et x2, éventuellement confondues, éventuellement complexes. On a

x1 + x2 = −
b
a

et x1 x2 =
c
a
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