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I — DEFINITION DE C — ECRITURE ALGEBRIQUE

DEFINITION I.I — Nombres complexes
On appelle ensemble des nombres complexes et on note C l'ensemble R?.
Chaque élément (x, y) € R? définit un nombre complexe noté x +iy.

L’ensemble C est muni des deux opérations
V(x,y) €R?, V(x',y") €R?,
addition (x+iy)+ (" +iy)ZE (x+x)+ily +y")

multiplication (x +iy) x (X" +iy") Z (xx’— yy) +i(xy’ + x"y)

Pour retenir facilement cette définition, il suffit de calculer « comme dans R » en adoptant la

conventionixi=—1.

DEFINITION 1.2 — Partie réelle, partie imaginaire

Soit z € C. Il existe un unique couple (x, y) de réels tels que z = x +iy.

Le réel x est la partie réelle de z notée Re(z); le réel y est sa partie imaginaire, notée Im(z).
On identifie le sous-ensemble {z € C, Im(z) = 0} avec R.

SiRe(z) = 0, z est un imaginaire pur. L'ensemble des imaginaires purs est noté iR.

On convient de noter un élément de la forme x + i0 simplement par x et un nombre complexe de la

forme 0 + iy simplement pariy.

PROPOSITION 1.3

1. L'addition posséde comme élément neutre 0; la multiplication posséde comme élément neutre 1 et
comme élément absorbant 0.

2. L'addition et la multiplication sont commutatives et associatives.

3. La multiplication est distributive sur Uaddition.

4. Soit z € C: z admet un opposé pour Uaddition qui est (—1) X z, simplement noté —z.

THEOREME 1.4 — Cas d’égalité

Soit (x,x’,y,y") € R*: x+iy=x'+iy < x=x' e y=y

PROPRIETE 1.5 — Propriété des parties réelles et imaginaires

Soit (z,2') € C?et L€R
Re(z +2’) = Re(z) + Re(z") Im(z +2") = Im(2) + Im(z")
Re(Az) = ARe(z) Im(Az) = AIm(z)
Attention ! En général Re(zz’) #Re(z)Re(z’) et Im(zz’)# Im(z)Im(z").
Attention ! Il n’y a pas de relation d’ordre sur C qui prolonge la relation d’ordre de R.




Interprétation géométrique Soit M un point de R? de coordonnées (x, y) etz = x +iy. Le
nombre complexe z est 'affixe du point M et le point M est 'image du nombre complexe 2.

La somme de deux nombres complexes a pour affixe la somme vectorielle de leurs affixes.
y

—_ —

FiGURE 1 — Addition de nombres complexes et addition vectorielle

11 — CONJUGUE

DEFINITION 2.1 — Conjugué d’un complexe

Soitz = x +iy € C, avec (x,y) € R% On appelle conjugué de z et on note z le complexe

— déf. .
Z=x—1y

PROPRIETE 2.2 — Conjugaison et opérations
Soit (z,2") € C?

. 2=g 3. 22’ =23’

2. 242 =z+3%' 4. Sin€N, gn=%

PROPRIETE 2.3

z2+3% z2—3
Soitz€ C: Re(z)=

et Im(z) =
(z) 2i

Ainsi z est réel si et seulement si z = Z et z est imaginaire pur si et seulement si z = —2.

PROPRIETE 2.4 — Inverse d’'un nombre complexe

Siz€C,z=x+iy avec (x,y) € R2 Siz # 0, alors z admet pour inverse

PROPRIETE 2.5

1 / /
Soit (z,2') € C?, avecz # 0, (—)z: et (2—)2:
Z Z




111 — MODULE

DEFINITION 3.1 — Module d’'un nombre complexe
Soitz € C, z = x +iy avec (x,y) € R Le nombre x? + y? est un réel positif. Par définition, on note

o1 Z /32 4 52

que Uon appelle le module du nombre complexe z. On a aussi |z| Z Vz.

Le module d’'un nombre réel coincide avec sa valeur absolue.

Interprétation géométrique

y
|b—al

|z a

FIGURE 3 — Si a et b sont deux complexes,

FIGURE 2 — Le réel |z| est la distance ' i
|b — a est la distance entre les images

euclidienne entre l'image de z et Uorigine.

deaetb.

PROPRIETE 3.2 — Propriétés du module
Soit (z,2') € C?
1. |2|=0¢=2=0 . b4 Z

d 5. Siz' #0, —/=¥
2. |22'] = |z] |2'] Re ()] < ] 2l |2

. 6. |lRe(z)| < |z
3. Sin €7, |z = |z|"

o 7. Im(2)| < 2]

4. |zl =1z

THEOREME 3.3 — Inégalité triangulaire
Y(z,2") e C?, |z+z/| < }z}+|z/|

COROLLAIRE 3.4
Soit (a,b,c) e C3: [c—a|<|b—al|+|c—b|




FIGURE 4 — Interprétation de linégalité

triangulaire : si on considére trois points A, B

B et C du plan, alors linégalité triangulaire

implique que AB < AC + CB. La ligne droite

A AB est un chemin plus court entre Aet B que la

ligne brisée ACB.

v — NotaTion e'?

DEFINITION 4.1 — Exponentielle complexe

. iy déf . .
Soit @ € R. On note el* = cosa+isina

PROPRIETE 4.2 — Relation fondamentale

V(a,ﬂ) e Rz’ ei(a+ﬂ) — eia eiﬁ

PROPRIETE 4.3
Soit (a, B) € R?

ia

o |ei| = 1 (etdonc e 1% £0) o eil@p) — e
e ¢ i% — gia elf Cn )
o o id — 1 e Pourn€Z, (e“") =el@
eia
PROPRIETE 4.4 — Cas d’égalité pour la forme exponentielle
Soit (a, B) € R?
et =ef < 3Ikez, a=p+2kn
PROPOSITION 4.5 — Formules d’Euler
Soit 6 € R,
il 4 o—if elf _ o—if
cosf = —— sin = ——
2 2i




vV — FORME EXPONENTIELLE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

THEOREME 5.1 — Notation exponentielle

Soit z € C*. Il existe un couple (p, 0) € R, x R tel que

z=pel® = p(cos @ +isinO)

PROPRIETE 5.2 — Cas d’égalité

Soit (z,2") € C2, de notations exponentielles z = pe'® et 3’ = p’ef

/

z=7 << p=p' e 3IFkeZ a=p+2kn

Interprétation géométrique Les réels p et 0 sont les coordonnées polaires de I'affixe de z.
y
B - M
0
0 X x

FIGURE 5 — Coordonnées polaire et cartésiennes.

Vvl — ARGUMENTS

DEFINITION 6.1 — Arguments d’'un nombre complexe
Soitz € C*, r €R} et 0 € Rtels quez = reld.

Tout nombre réel 0 vérifiant la relation précédente est un argument de z.

PROPRIETE 6.2

Soitz € C, 0 et 8’ deux arguments de z. Alors

Jkez, 6 =0+2kn

PROPRIETE 6.3 — Propriété de ’'argument
Soit (z,2') € (C*)2.
arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [2m] arg(z") = narg(z) [27]
arg(1l/z) = —arg(z) [27] arg(z/z') = arg(z) —arg(z’) [27]
arg(z) = —arg(z) [27]




VII — APPLICATIONS AUX éQUATIONS DU SECOND DEGRE

THEOREME 7.1 — Equation X2 = a
Soit a € C. L’équation X? = a admet deux solutions dans C. Elles sont opposée U'une de Uautre.
En particulier

e Sia € R, ces deux solutions sont +/a et —/a;

e Sia € R_ ces deux solutions sont i+/ |a| et —i4/|al.

THEOREME 7.2 — Equation du second degré

Soit (a, b, c) € R3, avec a # 0. On considére I'équation du second degré d’inconnue X
aX*+bX+c=0 (E)

On définit son discriminant A = b? — 4ac. L'équation (E) admet
o deux solutions réelles distinctes si A > 0 :
_—b+VA —b—vA

Xo =

X
! 2a 2a

e une seule solution réellesi A =0:

—b

1= 2a

o deux solutions complexes conjuguées si A > 0:

_ —h+ivIAl . = —boivIAl

1 2

2a 2a
THEOREME 7.3 — Somme et produit des racines
Soit (a, b, c) € R3, avec a # 0. L'équation du second degré
aX?+bX +c=0 (E)

admet toujours deux solutions x, et x,, éventuellement confondues, éventuellement complexes. On a

C
Xl +x2 = et X1X2 = -
a a
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