NOMBRES COMPLEXES

BCPSTI — 2022/2023

Exercice 1

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes

suivants.

1. (34+i)(4—5i)+7—2i
—5+43i 3+i

2. — + —
1+i 1—i

3 3+i +3—5i

T 1+iv/2 2—i

4. 1+ +0-i)
Exercice 2

Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de

3 34 2i
—— G-DP+O+D S
3—1 —
Exercice 3
Ecrire sous forme algébrique
1+2i 1 (1+1)3
3—4i (14202 (1-i)?

1+i 1-i 1
3—'+3+' 2
1 1 1+2

1

Q+Q+a+20H)™

Exercice 4

Déterminer les complexes z qui vérifiant z = Re(z) +
Im(z).

Exercice5 — Questions de cours

1. Donnez toutes les formules concernant le conjugué.

2. Donnez toutes les inégalités du cours.
3. Exponentielle complexe.
4. Donner la forme trigonométrique de 1+i, 1—i, —1—i.
5. Formule d’Euler : linéariser cos® x.
6. Formules de Moivre : exprimer cos 5x sin x en fonc-
tion de sin x et cos x.
7. Redémontrer que sin(a — b) = sina cosb —
cosa sinb. )
, sin(a — b)
8. Démontrer que tana —tanb = ———.
cosacosb

9. Ecrire 2 cos x + sin x sous la forme Acos(x + ¢).
10. Résoudre X?+X +1=0.
11. Résoudre X2 = —4i de deux maniéres différentes.
Exercice 6 — Vraiou faux?
1. Deux complexes dont le produit et la somme sont
réels, sont des réels;;

2. pour tout complexe z, |z|* = 2?;

3. pour tous complexesaethb,a+ib=0 = a=
b=0;
4. V2€C, ef=—-1 = gz=im;

MODULE ET ARGUMENT

Exercice 7
Mettre sous forme trigonométrique les nombres com-

plexes suivants.

3
5+ 5iv3 —£+l

V7 —iv7
4 4

Exercice 8
Exprimer sous forme algébrique les nombres complexes

de modules r et d’argument t

- 2
r=«/§,t=£ r=2,t=—7T r=2,t=—7T
4 3 3
3 km
r=3t=— r=1t=kn r=1,t=—
2 2
Exercice 9

Déterminer le module et 'argument de
21

V6+iv2 .
=—, 2, =1+1i, z2=—

21
2 Zy

En déduire les valeurs de cos (7—7-[) et sin ( 7—7T)
12 12

Exercice 10
1. Calculer (1+ i«/§)2023.

2. Résoudre z* = 8(1—iv3).

Exercice 11

Soitu=\/2—\/§—i\/2+1/§.

1. Calculer u? puis u*.

2. En déduire module et argument de u.
37
3. Calculer cos < )

Exercice 12
T
Soitn e Netf e R\ {E +km, ke Z}. Simplifier les
expressions
1+itan6\"
(14 cosf +isinf)", (—)
1—itan6

Exercice 13 0 0
1+ cos@ +isin

Soit eR\2nZetg = ——————.
1—cosf —isinf

Déterminer Re(z), Im(z), |z| et arg(z).



Exercice 14
Soit (a, B) € [0 ; 27[*. Déterminer le module et I'argu-

ment des nombres complexes suivants :

1 . B
ZZ = 5 Z3 = elae .

2, =1+e% —;
1+el

Exercice 15
Soit n € N. Simplifier 'expression (1 +1)" + (1 —1)".

Exercice 16

Soit u et v deux complexes quelconques. Montrer que

lul|+ v|<|u+v|+u—v|

|u+v|2 + |u—v|2 = 2(|u|2 + |v|2)

Hlustrer ces inégalités sur un schéma.

Exercice 17
Soient V et V’ des vecteurs d’affixes z et z’, tels que zz’ =

z'z. Que peut-on dire sur V et V' ?

Exercice 18
Déterminer les complexes z telles que z, 2 — 1 et 1/2

aient le méme module.

EQUATIONS DANS C

Exercice 19

Résoudre les équations suivantes dans C :
L X2=4;

2. X2=-9;

3. X>+2X +10=0;

4. X*+Xx%+1=0.

Exercice 20

Résoudre les équations suivantes dans C :

I 22—29%1cos0 2z +220 =0;

2. 22_513924_%_9:0’9 €lo, [ ;
22%(1—cos260)—2zsin20 +1=0, 0 €]0, [ ;
22 —2iz—1+2i=0;

iz?+iz+1+i=0;

AN Ll

22— 2¢f% + 2isin B = 0 (on écrira les racines sous

forme trigonométriques).

Exercice 21

1. Pour t € R, résoudre I'’équation d’inconnue complexe
z:224+2tz+1=0 (E,)

2. Quel est 'ensemble 2 des points M, d’affixe z, ol z

est solution de (E,), lorsque t décrit R?

Exercice 22

1. Chercher les solutions complexes a de I’équation
a?=5—12i

2. Résoudre I'équation 22 — +/5z — 3i = 0.
INDICATION : On pourra mettre d’abord cette équation sous

forme canonique.

Exercice 23

Résoudre dans C le systéme
Zl + ZZ =1 + i

leZZZ—i

Exercice 24
Résoudre dans C z° = 44/2(1 +1).

Exercice 25
Résoudre dans C |z + 1| = |z|+ 1.

Exercice 26
Pour a € R, résoudre le systeme d’équations d’incon-

nuesréelles x et y :

cosa +cos(a+x)+cos(a+y)=0

sina + sin(a + x) +sin(a + y) =0

Exercice 27

Résoudre dans C les équations

I ef =—4; 4. €% =4/3—i;

— 9i- w V2-—2
2. e =2i; 5. ¥ = (1+1);
3. € =1+41i; 6. ell+)s — 7

Exercice 28

Soita e Retz € C.

1. Résoudre 2%+ 2zcosa+1=0.

2. Interpréter, pour z réel, 22 + 2z cosa + 1 comme un
module.

3. Résoudre 22" — 22" cos(na) + 1 =0.

COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

Exercice 29
1-iv3)®\"
Pour quelles valeurs de n le complexe (%)
—i
est un réel positif?

Exercice 30
Calculer cos4x, sin4x, sinx cos3x, cos2xsin2x en

fonction de sin x, de cos x et de leurs puisances.

Exercice 31
1. Calculer cos(5x) et sin(5x) en fonction respective-

ment de cos x et sin x.



2. Endéduire une équation polynémiale de degré 5 dont
cos (7t/10) est solution.
3. Résoudre cette équation, et donner une expression

de cos (7t/10) utilisant des racines carrées.

Exercice 32
Linéariser les produits cos®xsinx, cos®xsin®x et

3 4

cos® x sin” x.

Exercice 33

Linéariser cos* t et cos® t sin* t et sin® t.

DIVERS

Exercice 34
On pose j = e
1. Calculer j3, 1+ j + j2.

2. Simplifier les expressions

1
1+, —= —
1+ 1-j2

3. Montrer que si a et f sont deux réels, alors
at+jfp=0 = a=p=0

En déduire une condition nécessaire et suffisante sur

(a,b,c) € R® pour que l'on aita + bj +cj? = 0.

Exercice 35

Soit 6 € R fixé. On consideére z € C tel que

1
2+ —=2cos0
z

1
Quevautgz"+ —?
zn

INDICATION : On pourra montrer que |z| = 1.

Exercice 36

n et p sont chacun la somme des carrés de deux entiers.
Montrer que c’est aussi le cas de leur produit np.
INDICATION : n et p peuvent étre interpréter a l'aide des modules

de deux complexes.

Exercice 37

Résoudre dans C I'équation z” — 1 = 0. En déduire que

27 4r 6r
cos — +cos— +cos— + —=0
7 7 2
Exercice 38
Résoudre dans C les équations :

L 22— (5+4iv3)z+9=0

z4+1)° z4+1)? z+1
2. ]+ ) et - ]+1=0
z2—1 z2—1 z2—1

3. 28— (1—-i)z®—i=0

Exercice 39

Soita = e'* et b = e'#. Simplifier arb et ﬂ.
a—b 1—ab

Exercice 40

Résoudre 42> +8|z|*—3=0.

Exercice 41
Résoudre 27(z —i)® — (z + 1)® = 0. Donner des formes

cartésiennes des solutions.
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